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Chapter 1

Nilai Eigen dan Vektor Eigen

1.1 Definisi

Definisi 1.1: Vektor Eigen

Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tidak-nol z di R™ disebut vektor eigen dari A
jika Az sama dengan perkalian suatu skalar A dengan x. Dapat dituliskan,

Ax = \x

A adalah nilai eigen dari A, dan = adalah vektor eigen yang berkoresponden dengan .

e Nilai eigen menyatakan nilai karakteristik dari sebuah matriks yang berukuran n x n.

e Vektor eigen & menyatakan sebuah matriks kolom. Apabila dikalikan dengan sebuah matriks
n X n, hasilnya adalah vektor lain yang merupakan kelipatan x.

e Karena A berkoresponden dengan A, dapat disimpulkan bahwa operasi Az = Az menyebabkan
T memanjang atau menyusut sesuai faktor A, dengan arah sesuai tanda .

1.2 Penghitungan Eigen

Mari kita turunkan penghitungannya.
Ax =Xz
TAz = Mz
Ax = Mz
(M—-A)z=0
Solusi trivial dari persamaan ini, didapat saat = 0. Agar memiliki solusi tidak 0, maka haruslah:
det(A\]l — A) =0

Persamaan ini disebut persamaan karakteristik dari A yang memiliki nilai-nilai eigen A.
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Teorema 1.1: Persamaan Karakteristik

Dari persamaan (A — A)x = 0, kita peroleh:
det(A\]l — A) =0

Solusi A yang diperoleh adalah nilai-nilai eigen yang dicari.

\ J

Contoh 1.1

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A = E _OJ

Jawab:
(a) Menentukan nilai eigen (Mencari \)

1 0 3 0 A0 3 0 A—3 0
M_A:A[o 1]_[8 —1]:[0 A]_{S —1}:[—8 A—H]
Hitunglah det(\ — A),

0

A—3
detO\ — A) =0 => ‘ & e

’0 = A=3)A+1)=0 = M =3Vi=-1

(b) Menentukan vektor eigen (Mencari x)

(A — A)z =0
A—3 0 T -0
—8 )\—f—l i) B
Untuk X\ = 3,

1
{O 0} [ml} —0 = x;=-t, ap=t tER
Sehingga diperoleh vektor eigen z,

-1

adalah basis untuk ruang eigen ketika A = 3. Tuliskan ruang eigen

— N

— ol
_

Dapat disimpulkan {

1
dengan notasi E(3) = {:I: = [ﬂ ,tEe R}.
Untuk A = —1,

[_4 0] [ml] =0 = 21=0, 290=1%,t€eR
]
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Sehingga diperoleh vektor eigen =,

Dapat disimpulkan [O} adalah basis untuk ruang eigen ketika A = —1. Tuliskan ruang eigen

1

dengan notasi E(—1) = {x =3 [ﬂ ,t € ]R}.

Terdapat matriks yang mungkin saja tidak memiliki nilai eigen! Perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.2: Matriks Tanpa Nilai Eigen

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A = {_52 _21}

o i T S e ]

Hitunglah det(AI — A),

Jawab:

A+2 1
-5 A-2

A+2 1

det()\I—A):0:>‘_5 \_9

=0 = (1-20+2) - (-51) =0

= M 4+1=0
Akar imajiner! Solusi tidak dapat diperoleh.

1.3 Matriks Balikan

Teorema 1.2: Nilai Eigen dan Matriks Balikan

Sebuah matriks persegi A berukuran n X n memiliki balikan (invers) jika dan hanya jika
A = 0 bukan nilai eigen dari A.

Jika A memiliki balikan, maka det(A) # 0
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1.4 Diagonalisasi

Definisi 1.2: Matriks Diagonal dan Diagonalisasi

e Matriks diagonal adalah matriks yang memiliki nilai 0 di semua tempat selain diagonal
utama.

e Sebuah matriks persegi A dikatakan dapat didiagonalisasi jika ia mirip dengan ma-
triks diagonal, yaitu terdapat matriks P sedemikian sehingga P~'AP adalah matriks
diagonal. Dalam hal ini, dikatakan P mendiagonalisasi matriks A. Misalkan D adalah
hasil diagonalisasi A, maka,

D=P1AP

e P adalah matriks yang kolom-kolomnya merupakan basis ruang eigen dari matriks A.

Matriks diagonalisasi D memiliki kemiripan dengan matriks awal A. Kemiripan tersebut, terdiri
atas:

o det(D) = det(A)

e rank(D) = rank(A)

o nullity(D) = nullity(A)

e Persamaan karakteristik yang sama.

e Nilai eigen () dan dimensi ruang eigen yang sama.
Contoh 1.3

Tentukan matriks P yang mendiagonalisasi A = [zl)) ﬂ !

Jawab: Tentukan basis ruang eigennya.
A0 1 3 A—-1 =3
)‘I_A_[O A}_[S 1]_[—3 /\—1]

Hitung determinannya, det(\ — A) =0 = (A —1)2—(=3)2=0 = A\ =4V \y = —2.
Tentukan vektor eigennya. Untuk A\ =4,

R IR R
cRIARESOED

Sehingga matriks diagonalisasinya adalah

o1 11 41
et 2] = el ]

Untuk Ay = =2,
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e Salah satu kegunaan diagonalisasi adalah mempermudah perpangkatan matriks.
e Misalnya, kita ingin menghitung nilai dari A3.
A% = (PDP1)3
= (PDP Y)Y (PDP Y (PDP™)
=PD(P'P)D(P*P)DP!
= PDIDIDP™!
=PD3p!

e Karena D adalah matriks diagonal, penghitungan D? lebih mudah. Misalkan D = {a 0} ,

0 b
Dg_aOS_aO a 0]fa 0] [a* O
“ {0 b |0 bl|0O b||O b O B
e Perhitungan perpangkatan dapat dilanjutkan dengan A® = PD3P~1.

1.5 Aplikasi Nilai dan Vektor Eigen
1.5.1 Analytic Hierarchy Process (AHP)

e Merupakan metode analisis dalam pengambilan keputusan.
e Lebih jelasnya, AHP adalah metode menurunkan skala rasio dari perbandingan antar kriteria.
e Skala rasio memakai prinsip Nilai Eigen; indeks inkonsistensi memakai prinsip Vektor Eigen.

e Adapun tahapannya, dijelaskan melalui contoh 1.4.

Contoh 1.4: Penggunaan AHP

Ada tiga buah (Apel, Belimbing, dan Ceri) yang akan Joko pilih untuk dibawa satu.
Buah manakah yang akan dibawa?
Jawab:

1. Pairwise Comparison: Tahapan membandingkan dua benda dari kumpulan
benda yang ada. Untuk setiap n benda, akan ada w

Pada contoh disini, Joko mengatur prioritasnya sebagai berikut.

A%
Apel 9| 7[15|3|1|3|5|7|9 Belimbing
A%
Apel 9| 7|5 (3 |1|3|5]7]9 Ceri
\Y%

Belimbing 9| 7 [ 5|3 |13 |5|7]9 Ceri
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2. Pembentukan Matriks Perbandingan: Terdapat dua aturan.

(a) Jika nilai di kiri angka 1, masukkan angka aktual.

(b) Jika nilai di kanan angka 1, masukkan balikannya.

Buah Apel | Belimbing | Ceri 1
Apel 1 % 5 L35
Belimbing | 3 1 1= |31 I
Ceri % % 1 5 ¥
3. Tentukan vektor prioritas: Hitunglah nilai eigen dan vektor eigennya. Dite-
3.87828
mukan Aj,ar = 3.0649. Kemudian, didapat x = |9.02462|. Normalisasi x
1
0.2790
memberikan £ = |0.6491 |, sehingga yang akan dipilih adalah buah dengan
0.0719

persentase 64.91%, yakni Belimbing.

1.5.2 Facial Regocnition

FEigenface adalah metode pengenalan wajah (face recognition) di berbasis vektor eigen dan
nilai eigen yang digunakan untuk persoalan-persoalan di dalam computer vision.

Dikembangkan oleh Sirovich and Kirby dan digunakan oleh Matthew Turk dan Alex Pentland
untuk klasifikasi wajah.

Vektor eigen diturunkan dari matriks kovarian dari sejumlah citra wajah latih (training im-
age).

FEigenface membentuk himpunan basis dari semua gambar yang digunakan untuk membangun
matriks kovarian. Ini menghasilkan pengurangan dimensi dengan memungkinkan kumpulan
gambar dasar yang lebih kecil untuk mewakili gambar pelatihan asli. Klasifikasi dapat dicapai
dengan membandingkan bagaimana wajah direpresentasikan oleh himpunan basis.

Gagasannya adalah bahwa setiap wajah manusia dalam kelompok ras adalah kombinasi dari
beberapa lusin bentuk primer.



Chapter 2

Singular Value Decomposition

(SVD)

2.1 Dekomposisi Matriks

e Artinya adalah pemfaktoran matriks.

e Misalnya A adalah matriks, maka A dapat disusun dari perkalian matriks, sedemikian se-
hingga,
A=P xPyx---x P,

e Ada beberapa metode dekomposisi matriks,

1. Metode Dekomposisi LU (Lower-Upper)
2. Metode Dekomposisi QR (Orthogonal-Upper)
3. Metode SVD (Singular Value Decomposition)

e Pada bab ini akan dibahas SVD secara lebih dalam.

2.2 SVD

e Telah kita pelajari bahwasannya untuk suatu matriks n x n, katakanlah A, dapat didekom-
posisi menjadi A = PDP~!. Metode tersebut hanya berlaku untuk suatu matriks persegi.
Untuk matriks non-persegi, kita gunakan SVD.

Definisi 2.1: Singular Value Decomposition (SVD)

Singular Value Decomposition (SVD) adalah metode dekomposisi suatu matriks m x n
menjadi tiga matriks, yakni matriks U, Y, dan V', sedemikian sehingga,

A=UxVT
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di mana U adalah matriks ortogonal m x m, V adalah matriks ortogonal n x n, dan X
adalah matriks dengan diagonal utama berelemen nilai singular A, sedangkan sisanya
0.

M=U I V

mxn mxm mxn nNxn

Figure 2.1: Iustrasi SVD

2.2.1 Matriks Ortogonal
e Disebutkan bahwa U dan V adalah matriks ortogonal.

e Matriks ortogonal adalah matriks yang kolomnya terdiri dari vektor ortogonal. Contoh:

1 0 0
0 0 1
0 -1 0

e Bila terdiri dari vektor ortonormal, maka disebut matriks ortonormal. Matriks di atas juga
merupakan contoh vektor ortonormal.

e Untuk vektor ortogonal ) berukuran n x n, berlaku,
QTQ=QQ" =1

di mana I adalah matriks identitas berukuran n x n.

2.2.2 Diagonal Utama Matriks Non-Persegi

Untuk matriks non-persegi berukuran m x n, diagonal utama matriks didefinisikan dengan garis
yang ditarik dari elemen kiri atas (0,0) ke kanan bawah secara diagonal, sejauh mungkin.

Figure 2.2: Gambaran diagonal matriks m x n.

10
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2.2.3 Nilai Singular Matriks

Definisi 2.2: Nilai Singular Matriks

Misalkan A adalah matriks m x n. Jika A1, Ag, -+, A, adalah nilai eigen dari A, maka,

01:\/E702:\/E;"'30’n:\/gv

adalah nilai singular dari A.

Teorema 2.1
Misalkan A adalah matriks m x n. Maka,
e AT A bisa didiagonalkan secara ortogonal.

e Nilai eigen A7 A nonnegatif.

2.3 Dekomposisi dan Penghitungan SVD

Teorema 2.2: SVD (Lanjutan)

Jika A adalah matriks m x n, maka A dapat didekomposisi menjadi,

F ol T
vy
o1 0 0 .
0 o2 0 Ok x (n—k) T
A:UEVT:[ul ug o ug | Uggr o Um) 0 Uk
0 0 o 0k | Om—k)x(n—k) | V014
O(m—k)xk .
L vl |

dengan:

e m adalah jumlah baris A, n adalah jumlah kolom A, dan k = rank(A), yakni nilai
eigen AT A yang positif.

e Y adalah matriks diagonal m x n berelemen o1, 09, - , 0.
® uy,us,- - ,ur adalah vektor singular kiri dari A.
® vy, vy, -,V adalah vektor singular kanan dari A.

V' adalah matriks ortonormal berukuran n X n yang secara ortogonal mendiagonalisasi
A.

Kolom vektor V' disusun sehingga o1 > o9 > --- > o > 0 (Nilai o-nya terurut
menurun, sehingga vektor yang berkoresponden ikut diurutkan menurun).
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U adalah matriks ortonormal berukuran m x m.

® uy,us, - ,u, adalah basis ortonormal untuk col(A).

Up, U2,y 5 Uk, Upt1, -, Uy adalah ekstensi untuk basis ortonormal di R™. Artinya,
ekstensi ini diperoleh dari hasil kali silang u lainnya.

Av
|| Av

u; diperoleh dengan w; = le = U%_Avi, dengan i =1,2,--- | k.

Terdapat dua cara yang dapat digunakan untuk menggunakan dekomposisi SVD.

1.
2.

Menggunakan teorema 2.2 di atas, atau

Menghitung vektor singular kanan dan kiri secara terpisah.

2.3.1 Caral

1.

Buatlah matriks AT A, lalu cari nilai dan vektor eigennya. Vektor eigen yang terbentuk adalah
cikal bakal vektor v;.

. Normalkan (bagi dengan panjangnya) setiap vektor eigen yang ditemukan.

. Gabungkan semua ¢ menjadi matriks V', terurut menurun menurut nilai eigennya. Transpose-

kan matriksnya, maka terbentuk matriks V7'

. Akarkan nilai eigen yang telah diperoleh, maka diperoleh o;. Gabungkan secara diagonal,

diperoleh X.

. Tentukan singular kiri dengan persamaan,

Avi 1
u;, = = —
Al o

Avi

Jika n > k, perluas U dengan membentuk basis ortonormal untuk R™ (Simpelnya, buat SPL
lagi dari vektor u yang udah ada, dibuat sama dengan 0)(Lebih jelasnya, dicontohkan).

. Normalisasi vektor u; yang diperoleh dan gabungkan hasil normalisasinya.

Terbentuklah A = USVT

Contoh 2.1: Cara 1, Contoh 1

Faktorkan A = {

3 1 1

1 3 1] dengan metode SVD dengan Cara 1!

Jawab:

12
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. Kita buat matriks AT A.

3 -1
ATA=11 3
1 1
A—10
— det(\[— AAT) =] 0

=2

3
-1
0

A—10
—4

=2
—4
A—2

10 0
0 10
2 4
=0

N =N

= AMA-12)(A=10)=0 = A =12V =10V A3=0
Untuk setiap A yang ditemukan, carilah vektor eigennya.
o Untuk A\ = 12:

2 0 —2 T T 1 1
0 2 —4 To| =0 = |zo| =t |2] = v = |2
-2 —4 10| |x3 T3 1] |1
e Untuk Ay = 10:
0 0 —2] [] EXN [—2] [ 2
0 0 —4 To| =0 = |zo| =t | 1 — vy = |—1
-2 —4 8] |x3] | 23| | 0] | 0
e Untuk A3 =0:
-10 0 —2] [a1] (1] [—1/5 1
0 —-10 —4 | =0 = To| =t —2/5 — U3 = 2
-2 —4 72_ _1173_ _2133_ L 1 -5
2. Normalkan vektor v;.
e Untuk vq:
Tl
oo L2 ¥
1 G E
L V6
e Untuk vs: ,
~ (2’_130) _ 7%
U2 T = _ﬁ
L O
e Untuk vs:
_1
o (1527_5) \/E)T)
V3= ——0v=—>=| 7=
BRRVETY 2
V30

13
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3. Sehingga,
1 2 1 1 2 1
\/6 NG V30 V6 NG V6
vl A% L pr_ |2 3
O v Y
V6 0 V30 V30 V30 V30

4. Telah kita peroleh A\; = 12, Ay = 10, atau A3 = 0. Kita ambil \ positif dan akarkan,
maka didapat o7 = v/12V 09 = /10. Sehingga, matriks ¥ berukuran m x n-nya akan

berbentuk,
s_[vi2 0 o0
10 V10 0

5. Karena hanya ada dua o, kita cukup mencari dua vektor u.

e Untuk 0 =12,

e Untuk ¢ = /10,

u—iAv—L s L1 —21 = Uy = *3
T Vo l-1 31 °T

6. Hasil normalisasi vektor masing-masingnya,

o Untuk uq:
. (V3V3) |5
1=—F— = |1
V6 7z

e Untuk us:

Hasil penggabungannya adalah,

1 2 1
1 L V6 Ve Ve
311 V2 0 0] | % 1
AUEVT:>[ }ﬁ V2 { } 2 -L 0
-1 3 1 7%~ L0 VIO o | ¥ Y5
V30 V30 V30

14
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Contoh 2.2: Cara 1, Contoh 2

6 4
Faktorkan A = |0 0| dengan metode SVD dengan Cara 1!
4 0

Jawab:

1. Kita buat matriks AT A.

6 4
6 0 4 52 24
ATA—[ } 0 0 —{ }
4.0 0ff, , 24 16
T |A=52 —24 |
— det(\[ - A A)’_24 5y _ 16/ =0

= AMA—64)A—4)=0 = A\ =64V )y =4
Untuk setiap A yang ditemukan, carilah vektor eigennya.

e Untuk A\ = 64:
12 —24] [z1] _ ] [2] ]2
[—24 48] [xg] =0 = |:£L'2:| =1 {1_ — e 1]
o Untuk Ay = 4:
—48 —24] [z1] z] L[] [

[—24 —12] [xg] 0= [xg} t{ 1] =272

2. Normalkan vektor v;.

e Untuk vq: )
2
G = (2,1) |
1= = | 4
Vb |V
e Untuk vs: )
L _ (LY |7
Vo = =
2 75 _%
3. Sehingga,
2 _ 1 2 1
V=V Q/E] — Vvi=| V3 \éﬂ
Vs VB VB VB

4. Telah kita peroleh A\ = 64 atau Ay = 4. Kita ambil \ positif dan akarkan, maka
didapat o1 = 8 V g3 = 2. Sehingga, matriks ¥ berukuran m X n-nya akan berbentuk,

8
Y= |0
0

SN O

15
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5. Cari vektor wu.

e Untuk o =8, ) )
1 6 4 9 2
Uy = fA’Ul =—10 0 1 = u; = |0
oL 4 0 1
e Untuk ¢ = 2,
6 4] ¢ [1
1 1 =
Uy = 7A'U2 =—10 0 21:| — Ug = 0
o2 4 0|t |—2

e Karena matriks U berukuran 3 x 3, diperlukan satu buah vektor lagi. Satu vektor
ini dapat dicari dengan memperluas basis ke R3. Perhatikan bahwa,

Ty

2 0 1

{1 0 J 2| =0
T3

akan menghasilkan x. Nilai z adalah ekstensi basis yang kita cari, atau dapat
dikatakan sebagai cikal bakal v kita. Selesaikan,

0

0

2 0 1
1 0 -2

0| (Lanjutkan OBE-nya) |1 0 O
0 0 0 1

Ditemukan 1 = 0,25 = t, dan z3 = 0. Maka,

6. Hasil normalisasi vektor masing-masingnya,

e Untuk uq:
-2
2,0,1 a
U = (2,0,1) =10
NG 1
L5
e Untuk us: )
1,0,—2 V5
Uy = L0 =) 0
B _2
L V5
o Untuk u3: Sudah normal.
Hasil penggabungannya adalah,
2 1
5 vV
U=1|0 0 1
1 _2 9
V5 V5
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7. Hasil akhir dekomposisi SVD-nya adalah,

o = O
O O
(el O an)

6 4
A=U2VT = |0 0] =
4 0

S osh
|
S
Shsl

S S5

2.3.2 Cara 2
1. Ulangi cara 1 pada langkah 1 hingga 4.

2. Buatlah matriks AAT, lalu cari nilai dan vektor eigennya. Vektor eigen yang terbentuk adalah
cikal bakal vektor wu;.

3. Normalkan (bagi dengan panjangnya) setiap vektor eigen yang ditemukan.
4. Gabungkan semua % menjadi matriks U, terurut menurun menurut nilai eigennya.

5. Terbentuklah A = UXVT.
Contoh 2.3: Cara 2, Contoh 1

Faktorkan A = {_31 :1,) ﬂ dengan metode SVD dengan Cara 2!

Jawab:

1. Berdasarkan cara 1, didapat

1 2 17 1 2 1
VAT r_|¥® AR
M I N Bl I B
w0 U VB VI v
dan juga,
E:'\/ﬁ 0 0}
| 0 V10 0

2. Kita buat matriks AAT

3 -1

3 1 1 11 1

AATZ[ ]1 3 :[ }

-13 1) |; ] 1 11

J— T p—t

— det(\] — ATA) = 0 a1
— AMA—10)(A=12)=0 = A\ =12V Xy = 10

’/\—11 -1 ‘:0

Untuk setiap A yang ditemukan, carilah vektor eigennya.

e Untuk A\ = 12:

17
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e Untuk \» = 10:

i ] R bl B e e

3. Normalkan vektor eigen

(LY |
LV _H
B (17*1)7 %
V2 v

4. Gabungkan, sehingga,

5. Hasil akhir dekomposisi SVD-nya adalah,

1 2 1
1 1 V6 Ve V6
A=USVT=|Z V3 {”2 0 0] 0
2 2 0 v/10 0 1 Y _ B

V30 V30 V30

Hasilnya sama dengan cara 1.

. v

Contoh 2.4: Cara 2, Contoh 2

6 4
Faktorkan A = |0 0| dengan metode SVD dengan Cara 2!
4 0

Jawab:

1. Berdasarkan cara 1, didapat

2 1 2 1
v=[% F| = - 3
V5 Vb VB VB
dan juga,
8 0
=10 2
0 0
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CHAPTER 2. SINGULAR VALUE DECOMPOSITION (SVD)

2. Kita buat matriks AAT
6 4 52 0 24
AATzooigé]zooo
4 0 24 0 16
A—52 0 —24
— detO - AAT)=] 0 X 0 |=0
—-24 0 A—-16
= (A=52)(A—16) — (—24)2 =0
= A—-64)(A—4)=0
— A =64V Iy =4
Untuk setiap A yang ditemukan, carilah vektor eigennya.
e Untuk A\ = 64:
12 0 -24| (23 T 2 2
0 64 0 To| =0 = (x| =t |0] = up1 = |0
—24 0 48 I3 I3 1 1
e Untuk Ay = 4:
—48 0 —24] [x ) i 1
0 4 0 To| =0 = |[zo| =2t | O — uy= 1| 0
24 0 —12| |3 T3 1 —2
e Untuk \3 = 0:
—52 0 24| |z T 0 0
0 0 0 To| =0 = |zo| =t |1| = ug= |1
—24 0 -—16]| |x3 T3 0 0
3. Normalkan vektor eigen
l_
2,0,—1 V5
Uy = 7< 0, —1) =0
V5 1
V5
L -
V5
/Ujg = (17072) = 0
V5 _2
V5
0
uz = |1
0
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CHAPTER 2. SINGULAR VALUE DECOMPOSITION (SVD)

4. Gabungkan, sehingga,

2 1L 9
NG
U=1]0 0 1
1 _2 9
V5 V5
5. Hasil akhir dekomposisi SVD-nya adalah,
2 1
6 4 VAR 8 0 2 1
A=UxvT — |0 o|=(0 0 1 02[@ \{1
1 2 -7 =
4 0 F T 0|0 0O V5 V5

Hasilnya sama dengan cara 1.

2.4 SVD Tereduksi

Definisi 2.3: SVD Tereduksi

Baris dan kolom yang seluruhnya bernilai 0 pada matriks ¥ dapat dihilangkan, sehingga

menjadi,
o 0 o 0] [
0 o9 -+ 0 vQT
A:UEVT:[ul Uy v+ uk]
0 0 - ol [of

Bentuk ini disebut SVD Tereduksi. Kita dapat menuliskan A dalam bentuk tereduksi,
yakni,
A=U 5, V]

dengan U; berukuran m x k, 31 berukuran k x k, dan Vi berukuran & x n. Matriks ¥,
sekarang memiliki balikan, karena ia berbentuk persegi dan elemen diagonalnya pasti positif.
(Ingat kembali, k adalah rank(A))

e Pengalian bentuk di atas akan menghasilkan,
A= alulvlT + 02u2v2T 4+ 4 Ukukv,f
Bentuk ini dinamakan bentuk ekspansi SVD dari A.

e Matriks M = uvT akan selalu memiliki rank(M) = 1, sehingga ekspansi yang dihasilkan pasti
dibentuk dari kombinasi linear k£ buah matriks yang memiliki rank 1.
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CHAPTER 2. SINGULAR VALUE DECOMPOSITION (SVD)

Contoh 2.5: Reduksi dan Ekspansi SVD

6 4
Tentukan bentuk SVD tereduksi dari A= |0 0], serta bentuklah ekspansi yang sesuai!
4 0

Jawab:

1. Sudah ditunjukkan bahwa,

2 1

= = 0178 0] 2 1

NG 2 d
A00102l\/§‘é§]

1 2 - N

= —% 000 VAR

Karena rank(A) = 2, bentuk SVD tereduksi dari A adalah,

1

2
VR 2 1
A=10 0 [(8) g] V5 J;]
1 _2 5 V5
V5 V5
2. Bentuk ekspansi SVD yang sesuai adalah,
2 1
04 T T VI 1 VB 1 1
A= 10 0 —ownef +omnf =8| 0| [F5 J5|+2| 0 | [T5 ]
4 0 Ve ——
4 2 1 1
5 5 5 5
SA=810 0[+2(0 O]
2 1 2 _2
5 5 5 5

2.5 Aplikasi SVD

1. Pengolahan Citra
Machine Learning

Computer Vision

L

Digital Watermarking

fix,y)

A
ftxy)
—»{ compress

decompress —>

compressed
image

Figure 2.3: Tustrasi Pengolahan Citra
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Chapter 3

Dekomposisi LU (Lower Upper)

Definisi 3.1: Dekomposisi LU

ailr a2
az; a2
an1 an2

Jika matriks A persegi non-singular, maka ia dapat difaktorkan (di-dekomposisi) menjadi

matriks segitiga bawah L (lower) dan matriks segitiga atas U (upper):

A=LU
Qin 10 - 0] [unn w2 Ulp
Q2n logy 1 -+ 0 0 uo U2y,
Ann lnl ln2 1 0 0 Unn

Terdapat dua metode dalam memfaktorkan matriks menggunakan metode LU:

1. Metode LU-Gauss

2. Metode Reduksi Crout

3.1 Metode LU-Gauss

Misalkan matriks A berukuran 4 x 4 difaktorkan atas L dan U,

ay;p a2
a1 a2
azr  as2
a41 Q42

Di sini kita menggunakan simbol m;; ketimbang [;;, karena nilai l;; berasal dari faktor pengali

ai13
a23
ass
Q43

A=LU
ai4 1 0 0 O] |uir w2 w3z wuis
agg| _ |mar 1 0 0 0 w22 w23 uy
a34 m31 mz2 1 0 0 0  usz us
Q44 mg1 Mgz Mgz 1 0 0 0 g4

(mi;) pada operasi baris elementer (OBE), yaitu R; — m;R;.

Langkah pengerjaan:
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CHAPTER 3. DEKOMPOSISI LU (LOWER UPPER)

1. Nyatakan A =TA

ail a2 ain 10 - 0] |ar a2 -+ aip

a1 Qo2 a2y 0 1 -+ O0f (a1 a2 -+ a2,
0

an1 an?2 T Ann 0o 0 - 1 Anl an2 e Ann

2. Lakukan eliminasi Gauss pada matriks A menjadi matriks U. Tempatkan faktor pengali m;;
pada posisi [;; di dalam matriks 1.

3. Setelah seluruh proses eliminasi Gauss selesai, matriks I menjadi matriks L, dan matriks A
di ruas kanan menjadi matriks U.

Contoh 3.1: Tidak Ada Pertukaran Baris

4 3 -1 1 0 0 4 3 -1
A=1|-2 -4 5| =1]0 1 0 |-2 -4 5
1 2 6 0 0 1 1 2 6
Eliminasikan matriks A di ruas kanan sehingga menjadi matriks segitiga U.
4 3 -1 LT 4 3 -1 Ry 4 3 -1
-2 -4 5 L — |0 —25 45| =—""% |0 -25 45| =U

1 2 6| BCHR g 195 695 0 0 85

Tempatkan faktor pengalinya di matriks I pada tempat yang berkaitan (Sebagai contoh,
jika operasi yang dilakukan adalah Ry — (—2/4)R;, maka faktor pengali diletakkan sebagai
l31 (Mengikuti urutan baris yang dioperasikan).

1 0 0

L= |-05 1 0

025 —-05 1
4 3 -1 1 0 0| [4 3 -1
A=|-2 -4 5| =[-05 1 0 |0 =25 4.5
1 2 6 0.25 05 1| (0 0 8.5
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CHAPTER 3. DEKOMPOSISI LU (LOWER UPPER)

Eliminasikan matriks A di ruas kanan sehingga menjadi matriks segitiga U.

1 1 -1 e (DR 1 1 -1
2 2 1| =100 3
11 1| AR g 2

Dalam hal ini, terlihat bahwa calon pivot (calon dari elemen diagonal) di baris kedua bernilai
0, sehingga lakukan pertukaran dengan baris ketiga.

1 1 -1 11 -1 e ()R 1 1 -1
00 3|Ry,eR310 2 0 =210 2 0)=U
02 0 0 0 3 00 3

Tempatkan faktor pengalinya di matriks I pada tempat yang berkaitan. Bila dilakukan
pertukaran baris, tukarlah tempat penempatannya juga. (Sebagai contoh, jika operasi yang
dilakukan adalah Ry < R3, maka tukarkan posisi mo; dengan mg;.

1 0 0
L=|-1 1 0
2 0 1
1 1 -1 1 0 O 1 1 -1
A=12 2 1] =(-1 1 0 0 2 0
-1 1 1 2 0 1 0o 0 3
3.2 Metode Reduksi Crout
*Nama lain: Metode reduksi Cholesky atau Metode Dolittle.
Tinjau matriks 3 x 3 berikut.
A=LU
ai1 a2 ai3 1 0 O] w1 w2 wuis
a1 agy az3| = |mor 1 0 0 w2 uo3
asy asz as3 m3r m3z 1 0 0 uss
Karena LU = A, hasil perkalian L dan U dapat ditulis sebagai,
Uiy U1 Uu13 aiy a2 a13
LU = |loyuir  lo1uis + ugo lo1u13 + o3 =A= [ax a2 a3
l31u13  I31u12 + 32U I31U13 + I32U23 + U33 azy azz2 ass3

3.3 Aplikasi Dekomposisi LU: Penyelesaian SPL Ax =

e Misalkan kita mempunyai SPL Az = b.
e Setelah A difaktorkan menjadi A = LU, maka,
LUx=b
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CHAPTER 3. DEKOMPOSISI LU (LOWER UPPER)

e Misalkan,

maka,

Contoh 3.3: Penyelesaian SPL Dengan Dekomposisi LU

Misalkan SPL Ax = b adalah,
4 3 —1| |z 2
-2 —4 5 T2 | = 1
1 2 6 T3 0

Matriks A sudah difaktorkan menjadi L dan U pada contoh 3.1,

4 3 -1 1 0 0f |4 3 =1
A=|-2 -4 5| =|-05 1 0 |10 =25 45
1 2 6 025 —-0.5 1| |0 0 8.5

Solusi dapat diselesaikan dengan bertahap sebagai berikut:

o Ly=1>
1 0 O |y1 2
—-0.5 1 0 |y2] = |1
0.25 =05 1| |ys 0
Diperoleh:
-y =2
—Yy2=2
— Y3 = 0.5
e Ur=y
4 3 1| [z 2
0 —25 45| |z 2
0 0 85| [x3] 0.5
Diperoleh:
— x3 = 0.0588
— x9 = —0.6941
— z1 = 1.0353
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CHAPTER 3. DEKOMPOSISI LU (LOWER UPPER)

3.4 Determinan A = LU
3.4.1 Jika Tidak Ada Pertukaran Baris

Gunakan prinsip determinan untuk matriks segitiga atas dan bawah, maka,
det(A) = det(LU)
= det(L) x det(U)
=1 xdet(U)
= det(U)

= U11U22 * * * Upn

3.4.2 Jika Ada Pertukaran Baris

Pertukaran baris dapat dipandang sebagai transformasi matriks A menjadi matriks A’ dengan cara
permutasi baris-baris matriks (sama dengan mengalikan A dengan matriks permutasi P),

A'=PA < A=pP A

Dekomposisikan A,
A =LU

Hubungkan kedua persamaan, maka,
A=P'LU

Determinan dapat dituliskan sebagai,

det(A) = det(P™) x det(LU)
= det(P~') x det(L) x det(U)
=det(P™') x 1 x det(U)
= det(P™') x det(U)

= QUI1U22 * * * Unn

yang dalam hal ini o = det(P~!) = —1 atau 1 bergantung pada banyak pertukaran baris.
Jika terjadi pertukaran baris sebanyak p kali, o dapat ditulis sebagai,

a=(-1)P
Sehingga « bernilai 1 untuk p genap dan -1 untuk p ganjil.

L (=DPuriugr - Unp
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Chapter 4

Dekomposisi QR

Definisi 4.1: Dekomposisi QR

Jika matriks A berukuran m x n, maka ia dapat difaktorkan (di-dekomposisi) menjadi ma-
triks ortonormal Q m x n dan matriks segitiga atas R berukuran n x n:

A=QR

Jika A matriks non-singular, maka dekomposisi A menghasilkan @) dan R yang unik.

4.1 Metode Gram-Schimdt

Merupakan salah satu metode penyelesaian dekomposisi QR.

e Tinjau matriks A berukuran m x n. Setiap kolom pada matriks A dipandang sebagai vektor-

vektor:
A= la1 as an,
e Hitung uq, ug, - -, ugy1 dan e, ea, ---, exr1 sebagai berikut:
U = ag, e] = 1y
uy = ag — (a2 - ex)er, ez = Up
Upy1 = Apq1 — (Gry1 - €1)er — - — (apy1 - ex)e, €kl = Ukt1
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CHAPTER 4. DEKOMPOSISI QR

e Maka, hasil faktorisasinya:

e1-a e1 - as e el - an
| | | ‘ | | 0 €2 - a9 €9 - Ay
A= |ar az -+ ap| =|e1 e -+ ey ) ) . . =QR
| | | |
0 0 e e ap

dengan a; adalah vektor kolom dari kolom-kolom matriks A dan dengan e; adalah vektor
kolom dari kolom-kolom matriks Q.

Contoh 4.1: Contoh Dekomposisi QR

-1 -1 1
.. . 1 3 3
Dekomposisikan matriks A = 1 1 s dengan QR!
1 37
Jawab: Karena kolom dari A adalah 3, maka solusi akan berbentuk seperti berikut,
_| | | | ‘ | €1-a; €1-az €1-asg
A= |a1 as a,| = |e1 e e3 0 ex-ay e3-az3| = QR
R . 0 0 e3-a3
—1] —-1/2]
o 1 _ 1/2
wm=a=|_,4/, == —1/2
1] 1/2]
-1 —1/2 1 1/2]
B _ 3 1/2] |1 o |1/2
u27a27(a2~61)617 1 —4 _1/2 = 1| €y = 1/2
3 1/2 1 1/2]
1 —1/2 1/2 —2 —-1/2]
3 1/2 1/2 —2 —1/2
Uus = as — (a3 ° 61)61 — (a3 o 62)62 = 5 — 2 _1;2 — 8 1;2 = 9 5 €y = 1§2
7 1/2 1/2 2 1/2]

Selanjutnya, hitunglah elemen dari matriks R,

® aj-ep =2
® ay-ep =4
[} a3-€1:2
® gy ey =2

® a3-e9g =38
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CHAPTER 4. DEKOMPOSISI QR

e a3-e3=4

Hasil akhir:
-1/2 1/2 -1/2

S| 122 (2] ; ;
=172 1)/2 1/2 00 4
1/2 1/2 1/2
4.2 Metode Lain
Perhatikan bahwa,
A=QR
Kalikan kedua ruas dengan Q7
QTA=Q"QR
= IR (Karena Q7Q = 1)
=R
~R=QTA

Contoh 4.2: Contoh Lanjutan

Telah diperoleh, pada sebelumnya,

-1/2 1/2 -1/2
| 12 172 —1/2
@=1_12 12 12
1/2 1/2  1/2

Maka,
-1/2  1/2 -1/2 1/2 _} _:13 ;’ 2 4 2
R=QTA=1| 1/2 1/2 1/2 1/2 1 _1 5|=|0 28
-1/2 -1/2  1/2 1/2 o3 0 0 4

4.3 Determinan

Misalkan A adalah matriks berukuran n xn. Maka, (Q dan R berukuran nxn. Karena ) ortonormal
dan R adalah matriks segitiga atas,

det(Q) = +1, det(R) = ﬁrzz
i=1
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Karena det(AB) = det(A)det(B),

|det(A)| = |det(QR)| = |det(Q)det(R)| = [det(Q)]|det(R)| =

n
[
i=1

4.4 SPL Dengan Dekomposisi QR

Perhatikan bahwa,

Ax =10
Ganti A dengan QR,
QRx =1b
Kalikan kedua ruas dengan Q7
Q"QRz = Qb
IRz = Q"b (Karena QT'Q = 1I)
S Rz =Q"b

Solusi dapat dicari dengan penyulihan mundur.

Contoh 4.3: SPL Dengan QR

Selesaikan model Az = b, dimana A = [_11 g] dan b = F] .
Jawab: Lakukan dekomposisi QR.

ulzalz[l]ﬁ:m:\}?{ﬂ
N M(RECARDICR)
=[5 -3 = li) === 514
~0=[/F 1A
P
Ro=e-ax=V2

Ros = e3-as = 4V2

=7
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CHAPTER 4. DEKOMPOSISI QR

o r_ [-1/vV2 1/v2
Karena Rz = Q* b dan @ —[1/\/5 1/{[17

0 A== Al

v A== s

. V2 V2 | —-1/V/2 o :
Selesaikan [ 0 43| 1/v2 | maka dengan substitusi mundur, diperoleh,

<= |5
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Aljabar Kompleks

Definisi 5.1: Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks berbentuk,
z=a+b

Dengan i = v/—1, a adalah komponen real, b adalah komponen imajiner.

Jika a # 0 dan b = 0, dinamakan bil. real. Kemudian, jika @ = 0 dan b # 0, dinamakan bil.

imajiner.
Setiap bilangan kompleks z memiliki konjugasi Zz,

zZ=a—bi

* Diagram Argand menyajikan z = a + bi sebagai vektor:

Contoh:

imaginary Im

/_;::u+l/7 2 z=3+4i

real | 3 Re
* Panjang z disebut modulus bilangan kompleks, dilambangkan dengan |z| :
lz| =Va* + b2 |z| =V32 + 4% =5

* Sudut 0 yang dibentuk sumbu mendatar dengan vektor dihitung dengan:
0=tan"'(b/a)

Figure 5.1: Tustrasi Bilangan Kompleks Dengan Diagram Argand

Sudut yang dibentuk sumbu mendatar dengan vektor adalah 6.
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Untuk kuadran 1 dan 4, a > 0, maka:

6 = tan"'(b/a)

Untuk kuadran 2 dan 2, a < 0, maka:
6 = 180" tan~'(b/a)

e cos(f) = %

2|

= a = |z|cos(d)
e sin(f) = % = b= |z|sin(0)

Jadi,
z = |z|(cos(0) + isin(0))

5.1 Operasi Dasar

Definisi 5.2: Operasi Dasar Bilangan Kompleks

e 21+ 29 = (a1 +az) + (b1 + b2)i

o 21 — 22 = (a1 —ag) + (by — ba)i

o 2125 = (a1ag — bibe) +i(a1by — agby)i
o 27 =|2|?

z1 — a1a2+bibs + a1b2*¢l21712'

® 22 a2+b2 a2+b2

\.

Perkalian bilangan kompleks dengan konjugasi/sekawan kompleks lain: Misalkan terdapat z; =
a1 +iby dan zy = ag + b, yang artinya Z3 = as — b1, maka

2122 = ((11@2 + ble) + i(a2b1 — albg)
Perhatikan bahwa komponen realnya merupakan dot product dari z; dan zs, sedangkan imajinernya

merupakan hasil determinan dari matriks [Zz bﬂ .
1

b1

* Area parallelogram dibentuk oleh vektor z, dan z,: z; = [;i:] 5= [}i]
YA A

Paralelogram = area 0Z,Z,,Z,
Luas area 0Z,2,,Z, = |ayby — a1by |

1 Luas segitiga 0Z,Z, = % Luas area 02,2,,Z,

Figure 5.2: Tlustrasi

Artinya, besar komponen imajiner 2123 adalah 1/2 komponen realnya.
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5.2 Aksioma Bilangan Kompleks

Diberikan z1, z9, 23 € C', maka berlaku:

1. Klosur
Untuk semua z; dan 2o, berlaku penjumlahan (21 + 2o € C) dan perkalian (2122 € C).

2. Identitas
Untuk setiap z, ada elemen identitas 0 dan 1, sehingga:

e Penjumlahan: 24+ 0=0+ 2z = z.
e Perkalian: z(1) = (1)z = z.

3. Invers/Balikan
Untuk setiap z, ada elemen balikan —z dan 1/z, sehingga:

e Penjumlahan: z + (—2) = (—2) + 2 = 0.
e Perkalian: z(1) = ()2 = 1(z #0).
4. Asosiasi
Untuk semua 21, 22, dan z3,

e Penjumlahan: 2z + (22 + 23) = (21 + 22) + 23.

e Perkalian: z;(z223) = (2122)23.

5. Komutatif
Untuk semua z; dan zo,

e Penjumlahan: 21 + 20 = 29 + 27.

e Perkalian: z1z9 = 2927.

6. Distributif
Untuk semua z1, zo, dan z3,

o 21(20+ 23) = 2122 + 2123.

[ ] (21 + 22)23 = z123 + 222’3.

5.3 Fungsi i Sebagai Rotor

i berperan sebagai "rotor”. Di sini, suatu bilangan kompleks akan berputar sejauh 7 rad bila
dikalikan dengan i. Sehingga setelah dikalikan 4 kali, akan kembali lagi ke angka awal.

Apa yang akan dihasilkan bila dikalikan dengan —i?
Bila dikalikan dengan —i, putaran akan bergerak sejauh —7 rad.

Perhatikan gambar berikut untuk lebih jelasnya. Setiap garis serta arah panah melambangkan
posisi garis tersebut saat akan dikalikan oleh 1.
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Fungsi i sebagai rotor

* Rotor: sumbu putaran A

* i memiliki tafsiran geometri sebagai rotor

* Jika a + bi dikalikan dengan i, maka hasilnya:
ila+bi)=qai+bi?=qai+b(-1)=-b+ai

* Jika —b + ai dikalikan lagi dengan i, maka:
i(~b+ai)=-bi+ai? =-a-bi

* lika —a — bi dikalikan lagi dengan i, maka:

—b+ia a |

Y o a+ib

real

f(—G — bf) =—qgi— br‘l = b —ai /

* Jika b — ai dikalikan lagi dengan i, maka: ‘
ifb—ai)=bi—ai? =a+bi e

> > b—ia

Pertanyaan: apa hasilnya jika @ + bi dikalikan dengan —i ?

Figure 5.3: ¢ sebagai rotor.

5.4 Persamaan Euler

Akan diturunkan bilangan euler e dengan bilangan kompleks. Bilangan e didefinisikan dengan,

Atau,

1 n
e = lim (1 + )
n— o0 n

. 1 1 1
e=lm (1+ =4+ =+ +—
n!

n—»00 1 2!

Dengan deret MacLaurin, e dinyatakan dalam bentuk,

2 n
¢* = lim <1+x+w+-~+i,>

n— o0 1! 2!

Sehingga, e dinyatakan dalam bentuk,

1T

e

i _ 1 ir  i2x? 1™z
S e T TR

1 2 3!

3! * 517

Ingat bahwa definisi sin dan cos dapat ditulis,

. 3 5
o sinv=x— %5 + % —

2 4
° cosx:17%+fl—!f

Maka,

7
T
L

6
X
ot
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Teorema 5.1: Euler’s Formula

e =cosz +isinz

e " =cosx —isinw

Dapat ditulis juga,

et = cosx +isinz

Teorema 5.2: Euler’s Identity

Memanfaatkan e*® = cosx + isinz, dengan z = 7, didapatkan,
e'™ = cosT 4 isinm
e€mT=-1 = " 4+1=0

Persamaan akhir ini dinamakan Euler’s Identity.

Dengan mengalikan bilangan kompleks z dengan €™,
2 = ze'™ = 2(—1)
=—(a+bi)=—a—bi
yang diinterpretasikan sebagai memutar Vektori sejauh 180°.
Pun mengalikan bilangan kompleks z dengan ez,
2 = ze'? = (i)
=(a+bi)i=—-b+ai
yang diinterpretasikan sebagai memutar vektor z sejauh 90°.

Dapat disimpulkan bahwa e’® adalah sebuah rotor yang memutar z menjadi 2’ sejauh ¢, berlawanan

arah jarum jam.

2 = ze®

Secara geometri diartikan e? terdapat di dalam lingkaran dengan jari-jari = 1
di dalam himpunan bilangan kompleks

Im

L e?=cosg +ising

sing

Gambar persamaan e = cos ¢ + i sin ¢
diilustrasikan di dalam bidang kompleks.
(Sumber: Wikipedia)

Figure 5.4: Ilustrasi pemutaran.
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Contoh 5.1: Pemutaran

Tentukan bayangan bilangan kompleks z = 3 — 44 jika diputar sejauh 90 derajat berlawanan
arah jarum jam.

2 = 2e°® = ze'%
= 2(4)
— (3 — 4i)i
=4+ 3

Contoh 5.2: Polar dan Eksponen

Nyatakan z = v/3 + i dalam bentuk polar dan eksponen.

Jawab: Kita dapatkan r = 4/ \/§2 + 1 = 2. Diperoleh tan(f) = % Karena z di kuadran
pertama (koefisien real dan imajiner bernilai positif), pilih 0 = .

Didapat bentuk polar z = 2 (cos & tisin %)
Beserta bentuk eksponen z = 2¢*(7/6)

5.5 Vektor Di Ruang Kompleks

e Ruang vektor yang elemen-elemennya berbentuk bilangan kompleks dinamakan ruang vektor
kompleks.

e Ruang vektor kompleks berorder-n dilambangkan dengan C™.

e Setiap vektor di dalam C™ memiliki n-komponen, yaitu v = (vy,va, -+ ,v,), dalam hal ini
v1, Vs, -+ , U, adalah bilangan kompleks:

v = (v1,v9,  ,0,) = (a1 + iby, a9 + iba, -+ ,ay, + iby)
e Contoh vektor di C3:

1
w=(1+1i,—4i,3+ 2i), v = (0,i,5), w = <6ﬁi, 9+2i,m>

e Setiap vektor di C™ dapat dipecah menjadi bagian real dan imajiner,
U= (a17a27"' 7an) +i(b1ab27"' 7bn)

atau dapat dinyatakan,
v = Re(v) +i(Im(v))

e Sekawan/Conjugatenya,

v = (1}_1,’[)_2,"' ,’U_n = (alf’ibl,agf’ibg,"' ,anfibn)
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Teorema 5.3: Teorema Vektor Di Ruang Kompleks

Jika u dan v adalah vektor di C™, dan jika k suatu skalar, maka,

Sl

o = U

°
g
<
I
Pl
S~

)
IS
b
4
Il
Sl
+
S

°
IS
|
4
Il
S|
|
S

Teorema 5.4: Matriks Kompleks

Jika A adalah matriks m x k dan B B adalah matriks & x n, maka,

e« A=A
° T:(A)T
e AB=AB

5.5.1 Perkalian Dot Kompleks

Definisi 5.3: Perkalian Dot Kompleks

Jika u = (uy,uz, --u,) dan v = (vy,v9,---v,) adalah vektor di ruang kompleks, maka
perkalian dotnya didefinisikan sebagai,

UV =UV1 + U202 + + - + U Uy
Beberapa atribut yang berkaitan dengan perkalian dot sebelumnya tetap berlaku.

e 1y dan v ortogonal jika u-v =0

 lloll = Vo = P oo + - oaP?

e Vektor satuan, bila ||v|| = 1.

Teorema 5.5: Perkalian Dot Vektor Kompleks

7
\.

Jika w,v, dan w adalah vektor di C™, dan jika k skalar, maka,
e U- V=TV U
e u-(vtw)=(u-v+u-w)
o k(u-v) = (ku)-v
o u-kv==Fk(u-v)
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e v v>0& v-v=0<«< v=0

5.5.2 Eigenvalue dan Eigenvector Kompleks

Teorema 5.6: Eigenvector dan Eigenvalue Kompleks

Jika A adalah eigenvalue dari matriks real nxn matriks A4, dan jika x adalah eigenvector yang
berkorespondensi, maka A adalah eigenvalue juga untuk A, dan Z adalah eigenvectornya.

Contoh 5.3: Pencarian Eigenvalue dan Eigenvector

Tentukan nilai eigen dan basis ruang eigen dari A = {_é _;]

Jawab: Persamaan karakteristiknya adalah

A+2 1 . .
’ -5 A—Q‘:/\2+1:(/\—2)()\+1)

Nilai eigennya adalah A =i dan A = —i.

. o A+2 1 z1| |0
Hitung vektor eigen: { _5 /\_2] L@] = [0] ==
Lakukan Gauss-Jordan untuk A\ =1,

A+2 1 0
-5 -2

i+2 1 |0] Re—G-2R:_[i+2 1]|0| (RaG-2)/-5 |1 2/5—4/5|0
-5 1—2|0 0 00 0 0 0
Ditemukan solusi z1 + (2/5 — i/5)z2 = 0. Misalkan x5 = ¢, maka x; = —(2 + Li)t. Basis

2.1,
ruang eigennya adalah x = | 5 5.

Teorema 5.7: Matriks dan Persamaan Karakteristik

Misalkan A adalah matriks real 2 x 2, maka persamaan karakteristik A adalah A2 —tr(A)\+
det(A) = 0 dan,

e A punya dua real eigenvalues jika tr(A)? — 4det(A) > 0,
e A punya satu real eigenvalue kembar jika tr(A4)? — 4det(A) = 0, dan

e A punya dua kompleks eigenvalue konjugasi jika tr(A)? — 4det(A) < 0, dan
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Contoh 5.4: Penerapan Teorema

2 2
-1 5|’
Jawab: Kita punya tr(A) =7 dan det(A) = 12, maka persamaan karakteristiknya

Gunakan persamaan di atas untuk menentukan eigenvalue dari A =

MN_TA+12=0 = (A-4)(A-3)=0

Maka eigenvalue dari A adalah A =4 dan \ = 3.

40



Chapter 6

Aljabar Quarternion

Wa
an e B of Uet

Sirwiliiam Rowan Hamttto
lash of genitis dlsct i

i 'lﬁentij' T
= r't " =

Figure 6.1: Brougham Bridge
BTW, ini cerita asal mulanya menarik. Coba baca|di sini.

Definisi 6.1: Bilangan Quarternion

Bilangan Quarternion merupakan perluasan bilangan kompleks dari R? ke R*. Setiap quar-
ternion dapat ditulis sebagai,

qg=a+bi+cj+dk

Keempat basis {1, 7, j, k} membentuk ruang vektor 4 dimensi di atas R*.

Mari lakukan operasi dua bilangan quarternion. Misalkan:
zi=a1+bit+cij+dik

Z9 = a9 +b2i+02j +d2k}
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Maka,

2122 = araz — (b1ba + c1co + dida)
+ i(a1bs + bras + c1da — dids)
+ j(aico + cras + diba — bids)
+ k(a1ds + dyas + bica — c1b9)

Misalkan v1 = b7 + ¢1j + dik dan vy = bai + coj + dok, maka z; = a1 + v; dan 2o = as + vs.
Perhatikan bahwa,

® biby + cico +dids = vy - V2
° i(Cldg — dldg) +j(d1b2 - bldz) + k(blcg — Clbg) = vy X Vg
e ay(ibs + jeo + kdz) + as(iby + jer + kdl) = a1v2 + asv1

Sehingga,
2122 = (a1 + v1)(ag + v2) = a1ag — v1 - V2 + a1V2 + agv1 + V1 X Vg

6.1 Operasi Dasar

Definisi 6.2: Ringkasan

1. Bilangan quarternion adalah gabungan skalar dengan vektor, berbentuk
[g=a+v=a+bi+cj+dk=(a,v)

2. ijkk,jk =i, ki=j,ji = —k,kj = —i,ik = —j

3. 2=42=k%=ijk=—1

4. Perkalian dua quarternion menghasilkan,

2129 = (a1 + v1)(ag + v2) = aras — vy - Vg + a1V + agvy + V1 X Vo

5. Dalam aljabar vektor, i, j, k diubdah ke vektor satuan i, j, dan k.

6. Norm dari quarternion,

llgll = Va2 + b2 + ¢ + d2
7. Quarternion satuan diperoleh dengan
1

8. Dinamakan ”pure quarternion” bila a = 0, atau ¢ = bi + ¢j + dk. Perkalian dua pure
quarternion menghasilkan impure quarternion.

9. Quarternion ¢ = a + v mempunyai konjugat ¢ =a — v

10. Balikan dari quarternion ¢ adalah ¢~ ! = % = Hq‘j“Q

42



CHAPTER 6. ALJABAR QUARTERNION

6.2 Aksioma Bilangan Quarternion

Diberikan q, q1, 2, q3, € C, maka berlaku:
1. Klosur
Untuk semua ¢; dan g9, berlaku penjumlahan (¢; + g2 € C) dan perkalian (¢1¢2 € C).

2. Identitas
Untuk setiap g, ada elemen identitas 0 dan 1, sehingga:
e Penjumlahan: g +0=04¢ =gq.
e Perkalian: ¢(1) = (1)g = q.

3. Invers/Balikan

Untuk setiap ¢, ada elemen balikan —¢ dan ¢!

, sehingga:
e Penjumlahan: ¢+ (—q) = (—¢) + ¢ =0.
e Perkalian: q(%) = (%)q = 1(¢ #0).

4. Asosiasi
Untuk semua ¢1, g2, dan g3,

e Penjumlahan: ¢; + (g2 + ¢3) = (¢1 + q2) + gs-
e Perkalian: q1(q2q3) = (q192)gs.

5. Komutatif
Untuk semua g; dan g¢o,

e Penjumlahan: ¢; + ¢ = ¢2 + ¢1.
e Perkalian: q1q2 # ¢2q1.

6. Distributif
Untuk semua q1, g2, dan gz,

® qi(q2+q3) = (192 + q1g3-
o (¢1 +q2)a3 = q1a3 + q2¢3.

6.3 Rotasi Vektor Dengan Quarternion

e Misalkan p adalah sebuah vektor di R?
e Vektor p diputar sejauh € berlawanan arah jarum jam terhadap sumbu u, bayangannya adalah

p’ yang dihitung dengan persamaan,

P =apg!

Dalam hal ini,

—p=uzi+yj+zk

— g =cosf/2+sinf/24

— ¢t =cosf/2 —sind/2u
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Contoh 6.1: Rotasi u = j

Misalkan sebuah titik P(0,1,1) atau vektor p = (0,1,1) diputar sejaugh § = 90° dengan
sumbu rotasi u = j. Di manakah vektor bayangannya?

e u=j — 4 =j (Karena panjangnya sudah satu)

e p=0+0i+j+k

o g =cos45% +sin45%0 = ?(1+Oz’—|—j+k)
o g =cos45" —sin45%0 = g(l—Oi—j—k)

Bayangan vektor p adalah,

/

|
—

p = 4pgq
:?(1+Oz‘+j+k)(0+0i+j+k)§(170ifjfk)
:g(—l—i—j—kk)g(l—m’—j—k)
:%(—1+0i+j+k)(1—0i—j—k)
:%(0+2i+2j+2k)

~p=i+j=(1,1,0)
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